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Goniometrické rovnice

GONIOMETRICKOU ROVNICi SE ROZUMI ROVNICE, V NiZ JE NEZNAMA
V ARGUMENTU GONIOMETRICKE FUNKCE.

Pro dalsi vySetfovani goniometrickych rovnic se omezime na rovnice, v nichz vystupuji funkce
sinus, kosinus, tangens nebo kotangens.

Existuji 1 dalsi funkce (sekans, kosekans, ...), které se ale na stfedni Skole vétSinou neprobiraji.
Vsechny goniometrické rovnice, at’ uz jsou zadany v jakémkoliv pocateCnim tvaru a fesi se
libovolnou metodou, nakonec vedou na rovnici typu
f (nezndma) =a, (1)
kde aeR afjejedna z goniometrickych funkei sinus, kosinus, tangens nebo kotangens.

V dal$im textu bude detailné vytfeseno nékolik rovnic, pfi¢emz postup feseni zde uvedeny je
mozné aplikovat na libovolnou goniometrickou rovnici ve tvaru ( 1 ). Nezbytnou soucasti feSeni
goniometrickych rovnic je perfektni znalost ,.tabulkovych hodnot* goniometrickych funkci (viz tab.

).

a 0° 30° | 45° | 60° | 90°
T T T T
e
sin X 0 l ﬁ £ 1
2 2 2
cos X 1 ﬁ Q l 0
2 2 2
tgx | 0 g 1 | 3| N
cotgX | N | 43 1 g 0

tab. 1

1. uloha:

X T T 3
Reste v mnozing realnych c¢isel rovnici sinx = -

ReSeni:
Rovnice je zadana uz ve tvaru, kdy je mozné urcit z tabulky hodnotu neznamé X: sinus nabyva

funk¢ni hodnoty ? pro uhel x, z prvniho kvadrantu, pro ktery plati x, =% (viz obr. 1).

Pro dalSi feSeni je nutné si uvédomit, jak se zobrazuje zadana funkce v jednotkové kruznici
(pomoci niz byla funkce definovana) a nebo jak vypada graf dané funkce.

Funkce sinus se zobrazuje na osu y - proto U
vedeme k ose Yy kolmici v bodé o soufadnicich / .
{0; ﬁ} a hledame priuseciky této pomocné f '
2 * ) \/X
pfimky s jednotkovou kruznici (resp. grafem KJ
dané funkce) - viz obr. 2 a obr. 3.

obr. 1

Neni nutné hledat bod, ve kterém vedeme pomocnou piimku, zcela pfesné. Staci urcit pouze
odhadem jeho y-ovou soufadnici vzhledem k jednicce. Jednotkova kruznice totiz protind osy X a y
v bodech [£1;0] a [0; +1]. Pokud bychom méli vést pfimku v bodg, jehoZ y-ova soufadnice je v&tsi nez

jedna, nemé zadana rovnice feseni.

Z obr. 2 je vidét, ze pomocna ptimka protne graf (resp. jednotkovou kruznici) ve dvou bodech.
To znamen4, Ze dana goniometricka rovnice bude mit na intervalu (0; 27r) dvé ruzna feSeni.

I re s « v o7 v v T
Prvni feSeni je v tomto pfipad¢ totozné s kofenem x, , takze x, = §+ 2Kk .
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Pokud mame fesit rovnici v oboru realnych cisel, je nutné uz v této fazi feSeni psat za uhel

vvvvvv

substituci) nebudou spravna (viz tlohu 3).

Clen 2kz piedstavuje ,,obéhy po jednotkové kruznici. To znamena, e kofenem je &islo %,

BT G A i1 . . 1 1 2
dale ¢islo o 27 vétsi, tj. Cislo 77” . Dal$imi kofeny jsou Cisla % , %, % ) e

]
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obr. 2 obr. 3
Druhym feSenim je thel, ktery je o X, mensi nez uhel pfimy, tj. thel = (viz obr. 3). Tedy
X, :2—ﬂ+2k7r.
3

I zde jsou zaroven pripsany ,,obehy* po jednotkové kruznici.

Tim je dana uloha vyfeSena. Zbyva napsat zavér: O=D =R, P= {§+ 2k, 2?”+ 2kz; k € Z} .

Defini¢ni obor rovnice je stejny jako obor feSitelnosti, protoze funkce sinus je definovana pro
vSechna realna Cisla.

2. Uloha
Reste v mnozing realnych &isel rovnici 2cosd =—1.

Reseni:
Pied vlastnim hledanim kotentl si rovnici upravime do tvaru ( 1 ):

(2)

1
cosd =——.

2

;v oy < VAT v " s .. 1
Nyni uz mtizeme zacit rovnici fesit a to tak, ze vyfeSime pomocnou rovnici cosd, =5; tedy
v v .. ’ v V4
vyfesime rovnici ( 2 ) v prvnim kvadrantu. Z tab. 1 plyne, Ze d, = 3

Na intervalu (O; 27r) vyiesime rovnici opét s vyuzitim jednotkové kruznice resp. grafu (viz obr.

4 a obr. 5). Funkce kosinus se zobrazuje na osu X - vedeme tedy bodem [—%; 0} k ose X pomocnou

kolmici, ktera protne jednotkovou kruznici ve dvou bodech. Prvnimu z nich odpovida uhel, ktery je o
d, vetsi nez primy thel (tj. nez r ) - viz obr. 4. Mlzeme tedy psat: d, = 4%+ 2Kz .

¥ ¥ ¥ ¥

Q”N AP EN N
obr. 4 obr. 5

Druhé feSeni (druhy prusecik jednotkové kruznice s pomocnou pfimkou) odpovida uhlu, ktery

. oy .o , 2
je o d, mensi nez r, tj. miZeme psat: d, =Tﬁ+2k7[.

Tim je tloha vyfesena a mizeme psat zavér: O=D=R, P= {4%+ 2k7; 2%+ 2kz; k € Z} .
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3. uloha

Reste v mnoziné realnych &isel rovnici —3 tg(4q +%j =3.

Reseni:
Opét zacneme tim, Ze zadanou rovnici prevedeme do tvaru ( 1 ). Nejdiive ji upravime na tvar

oftarz) oL (3)

Nyni zavedeme substituci

u::4q+£ (4)
4

a rovnici ( 3 ) pfepiSeme do tvaru

NE) (5)

tgu=———.
& 3

Substituci jsme vlastn€ jen nahradili slozité zapsany argument jednim symbolem - symbolem u.
S tim se bude 1épe pracovat, ale NESMIME ZAPOMENOUT se po vyreSeni rovnice VRATIT
K PUVODNI NEZNAME!

Zacneme opét tim, Ze vyfeSime rovnici ( 5 ) nejdiive v prvnim kvadrantu, tj. budeme fesit
.. 3 oy .
rovnici tgu, = % Podle tab. 1 mlizeme psat: u, = %

Na intervalu (O; 27r) vyfesime rovnici ( 5 ) s vyuzitim jednotkové kruznice resp. grafu funkce

tangens (viz obr. 6). Funkce tangens se zobrazuje na teCnu vedenou k jednotkové kruznici v jejim
bodé [1;0].

Na tuto ptimku se zobrazuji i zaporné funk¢ni hodnoty!

V ptipadé funkce sinus a kosinus kreslime pomocné piimky v bodech, které odpovidaji pravym
stranam rovnice ve tvaru ( 1 ), na ktery lze prevést zadanou rovnici!

V piipadé funkce tangens (resp. kotangens) se kresli pfimka VZDY jako tetna jednotkové
kruznice v jejim bod& [1;0] (resp. [0;1]). Na tuto pfimku se pak nanese funkéni hodnota zadané
funkce (tj. prava strana rovnice ve tvaru ( 1)) a tento bod se spoji s po¢atkem soustavy soutadnic (tedy
se sttedem jednotkové kruznice).

Z obr. 6 je vidét, Ze feSeni rovnice ( 5) je ¥
0 U, men$i neZ sz, proto miZeme psat:

u]:5—”+k7z. ’
6

Vzhledem ktomu, Ze perioda funkce } .
tangens je z, je vieSeni u, uveden clen k=, ' z M4 7
ktery ptedstavuje jednotlivé ,,obéhy* jednotkové k
kruznice. U funkci sinus a kosinus (viz ulohy 1 a

2) byl uveden ¢len 2kz , protoze perioda funkci
sinus a kosinus je 2z

obr. 6

Dalsi feSeni psat neni nutné. Podle obr. 6 by dalsi feSeni bylo o u, mensi nez 2z - jednalo by se

tedy o thel % Stejny thel ale dostaneme dosazenim hodnoty k =1 do feSeni u, .

Navic na obr. 6 je vidét, Ze rameno jak tthlu 5?7[ tak thlu % lezi na téze ptimce - tyto uhly se

tedy 1iSi pfesné¢ o z. A perioda funkce tangens je také . Proto zapis u, :5?”+ kz popisuje oba

zminované uhly.

Pivodni rovnice ale byla zaddna v proménné (, proto je nutné vyjadfit proménnou (. Ze
substitucniho vztahu ( 4 ) lze vyjadrit
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g

Do tohoto vyrazu dosadime feSeni u, a dostaneme g, = 5—”+k—ﬂ—l = MJrk—ﬂ = 7—ﬂ+k—7[ .Atoje
24 4 16 48 4 48 4

feSeni zadané rovnice.

Jak je vidét, tak se po ,,odsubstituovani* zmenila i perioda feSeni. Misto ,klasické periody =
kz q B moeced et e 8 e g D ST
funkce tangens na = Proto je nutné periodu feSeni psat hned pii feSeni rovnice a ne az v zavérecném

ODP. V podobnych typech rovnic by bylo takové feseni Spatné!!!

Vzhledem k tomu, Ze byla zadana rovnice s goniometrickou funkci tangens, ktera neni spojita,
je jesté nutné nalézt podminky, za kterych je funkce tangens v tomto piipadé definovana.

Fakt, ze je funkce tangens nespojitd, znamena, ze jeji graf neni mozné nakreslit jednim tahem -
graf je ,,rozkouskovany*!

~ ¥
Definice funkce tangens je tgu= smu I
cosu
Z tohoto defini¢niho vztahu vyplyva, Zze tangens //f “
je definovan pouze v téch bodech, ve kterych je N % //\\/x
cosu=0. Zjednotkové kruznice (resp. grafu &j

funkce kosinus) vyplyva (viz obr. 7), Ze v tomto

|
ptipadé musi platit: u = %+ kz. obr. 7

Nyni je nutné opét podle vztahu ( 6 ) najit podminky pro g, za kterych je definovana funkce

. .. N 7 kr 7 2r-7m kxr nx knx

tangens v zadané rovnici. Takze dostaneme: q# —+—-—="—"—+—="—+—.
8 4 16 16 4 16 4

Tim je rovnice vyfeSena a mliizeme sestavit zaver:

0=R,D=RUZE+ X vzl p)TZ k7 cal
16 4 48 4
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